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Аннотация. В статье рассматриваются актуальные вопросы управления процессом оптимизации 
численности персонала банковской организации. Для решения задач оптимизации численности 
сотрудников розничного блока банка предлагается использовать динамическое экономико-матема-
тическое моделирование, учитывающее наличие управляющих воздействий, неконтролируемых 
параметров (рисков, погрешностей моделирования и других факторов) и дефицит информации. 
Использование данной модели является инструментом повышения экономической эффективно-
сти и конкурентоспособности банковского бизнеса. Существующие подходы к решению задач по 
управлению банковской деятельностью путем разработки экономико-математических моделей в 
условиях неопределенности базируются обычно на статических моделях и используют аппарат 
стохастического моделирования, для применения которого требуется знание вероятностных ха-
рактеристик основных параметров модели.  При этом для его использования необходимы очень 
жесткие условия, которые на практике чаще всего заранее не выполнимы. Новизной данной статьи 
является разработка новой детерминированной динамической экономико-математической модели 
для принятия решения о необходимости увеличения/уменьшения штата сотрудников розничного 
блока коммерческого банка и метод ее решения. В работе представлены основные этапы создания 
предлагаемой динамической модели. На практическом примере приведен алгоритм решения за-
дачи оптимизации, проиллюстрированы все полученные результаты, проведен их анализ и выбор 
оптимального варианта решения. Цель исследования достигнута – предлагаемое экономико-матема-
тическое моделирования позволяет оптимизировать процесс управления численностью персонала 
розничного блока банка, что является одним из способов повышения конкурентоспособности кре-
дитной организации. На основании предложенной динамической модели можно решать и другие 
задачи оптимизации управления процессами, определяющими банковскую деятельность и разра-
батывать компьютерные информационные системы поддержки принятия управленческих решений. 

Ключевые слова: экономико-математическое моделирование; оптимизация процесса; динами-
ческое моделирование; оптимальное решение; повышение эффективности, банковские процессы.

Актуальность исследования
В настоящее время вопрос об управле-

нии эффективностью банковской деятель-
ности является достаточно злободневным. 
В условиях нестабильной финансовой си-

туации, а также с учетом выполнения не-
обходимых требований надзорных органов 
руководство любой кредитной организации 
пытается минимизировать риски и увели-
чить доходность своего бизнеса. Кроме 
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того, банковский бизнес отличается высо-
кой динамичностью, активно внедряются 
цифровые технологии и развиваются уда-
ленные каналы продаж. Несмотря на сокра-
щение количества кредитных организаций, 
в России конкуренция по-прежнему оста-
ется достаточно высокой. Банки внедряют 
новые продукты и услуги, меняются формы 
обслуживания, растут и требования клиен-
тов. Соответственно, существующие банки 
вынуждены постоянно совершенствовать 
свою деятельность, чтобы удержать дей-
ствующих клиентов и приобрести новых.  
В результате этих изменений и влияния 
других факторов банки меняют подходы, 
стратегии бизнеса, причем они должны 
принимать подобные решения и действо-
вать очень оперативно, чтобы выжить в 
конкурентной борьбе с другими банками. 
Конкуренция в банковской среде заключа-
ется в соперничестве коммерческих и не-
банковских кредитных организаций с це-
лью обеспечения ведущего положения на 
рынке банковских услуг. Усиление банков-
ской конкуренции и повышение требований 
клиентов к банковским услугам стимулиру-
ют совершенствование методов маркетинга 
и управления банковской деятельностью  
[2, 12].  

Одним из ключевых направлений на 
пути к повышению эффективности бизнеса 
является управление ресурсами, включаю-
щее в себя процесс управления персоналом. 

Ввиду бурного развития цифровых каналов 
продаж остро встает вопрос о рентабель-
ности и целесообразности существования и 
открытия новых офисов банка, расширении 
либо сокращении штата сотрудников, рабо-
тающих с клиентами. 

В большинстве случаев данные меропри-
ятия осуществляются на основании эксперт-
ного мнения лиц, принимающих решения в 
кредитной организации. Иногда данные ре-
шения базируются на результатах разовых 
расчетов экономического эффекта проводи-
мых мероприятий. В этом отношении суще-
ственное влияние на результат реализации 
данных решений играет наличие в банке раз-
витой информационно-аналитической систе-
мы поддержки принятия решений, которая 
позволяет максимально полноценно и в крат-
чайшие сроки определить все последствия 
возможных вариантов рассматриваемых ре-
шений для выбора оптимального из них. 

Система поддержки принятия управлен-
ческих финансовых решений представляет 
собой совокупность взаимосвязанных по 
целям, параметрам и условиям задач, мето-
дов (методик), программных средств и тех-
нических систем, позволяющих формиро-
вать в автоматизированном режиме набор 
отчетных форм, содержащих информацию 
как для принятия управленческих решений, 
так и варианты таких решений [7].

Наиболее эффективному использова-
нию данных систем способствует приме-
нение экономико-математических моделей 
и методов оптимального управления для 
формирования наилучших из допустимых 
вариантов финансовых решений и под-
держки принятия эффективных управлен-
ческих решений.

Степень изученности проблемы
В настоящее время продолжается раз-

витие подходов к оптимизации банковских 
процессов с помощью разработки эконо-
мико-математических моделей. Так, на-
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Применение динамического экономико- математического моделирования для решения
задачи оптимизации процесса управления численностью сотрудников банковской организации

пример, в работе К.Л. Лученко рассматри-
вается экономико-математическая модель 
денежных потоков банка при кредитовании 
малого предприятия, включающая в себя 
целевую функцию (доход по кредиту за вы-
четом затрат по депозиту и других текущих 
затрат банка) и ограничения на сумму кре-
дита и долю прибыли банка в платеже за-
емщика [3]. 

В работе Н.А. Тимофеева динамика до-
лей кредитного портфеля банка описывается 
марковским случайным процессом с дис-
кретным временем и конечным числом со-
стояний. Матрица переходных вероятностей 
оценивается на основе винтажного анализа, 
то есть анализа статистических данных о пе-
реходе кредитов из одной группы в другую в 
течение месяца. Предлагаемый математиче-
ский аппарат позволяет прогнозировать со-
став кредитного портфеля и оценивать веро-
ятность дефолта на основания имеющихся 
статистических данных [6]. 

Е.А. Семенчин, А.Ю. Шаталова приме-
няют обобщенную  математическую модель 
максимизации прибыли, получаемой бан-
ком от реализации нескольких инвестици-
онных проектов к концу рассматриваемо-
го периода [5]. При этом инвестиционный 
фонд банка составляет заданный размер и 
не изменяется с течением времени.

В работе М.О. Новикова рассмотрены 
основные факторы, позволяющие построить 
информационную сеть банка с учетом про-
гнозирования состояния очередей в узлах 
информационной сети. Узлами информаци-
онной сети банка являются филиалы банка. 
По итогам прогнозирования строится марш-
рут передачи информации от клиента банка к 
свободному менеджеру банка для проведения 
процедуры кредитования. Для решения по-
ставленной задачи построена математическая 
модель информационной сети банка [4].

Различные подходы применения эко-
номико-математических моделей с целью 
повышения эффективности банковской де-

ятельности на международном уровне рас-
сматриваются в работах [14, 16].

Попытка подойти к проблеме оптими-
зации банковского персонала с использова-
нием математического моделирования опи-
сывается, например, в работе [13], но фор-
мат статьи, а также конфиденциальность 
рассматриваемой тематики не позволяют 
авторам привести полную формализацию 
модели в данном тексте.

Задача управления численностью персо-
нала банка изучалась в работе А.А. Фурса, 
в которой разработана экономико-матема-
тическая модель, позволяющая достаточно 
точно воспроизвести деятельность отделе-
ния банка и оценить необходимую числен-
ность персонала, занятого в обслуживании 
обращений клиентов. Предложен алгоритм 
оценки эффективности системы обслужи-
вания клиентов, исходя из количества обра-
щений клиентов, длительности обслужива-
ния каждого типа операций, позволяющий 
обосновать решение об изменении числен-
ности персонала. В основе предлагаемой 
модели – методы математической статисти-
ки, теории массового обслуживания и ими-
тационного моделирования. 

Необходимо отметить, что в большинстве 
работ по этой тематике используется аппарат 
стохастического моделирования, но не об-
суждаются вопросы формирования вероят-
ностных характеристик параметров, описы-
вающих исследуемые процессы, что значи-
тельно снижает возможности использования 
полученных результатов на практике. 

В данной работе предлагаемая детер-
минированная динамическая модель также 
служит количественным обоснованием при 
принятии следующих организационных ре-
шений: 

• целесообразность изменения чис-
ленности той или иной категории 
сотрудников; 

• целесообразность работы в выход-
ные дни;
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• целесообразность изменения графи-
ка работы отделения банка; 

• целесообразность введения/измене-
ния гибкого графика работы той или 
иной категории сотрудников; 

• принятие мер по управлению чис-
ленностью персонала при измене-
нии ряда внешних условий (вве-
дение новых категорий продуктов, 
изменение технологии обработки 
заявок, изменение трудового законо-
дательства) [9].

В данной статье на основании результа-
тов работ [1, 8, 10, 15] предлагается методи-
ка построения системы принятия решений 
в части управления численностью персо-
налом розничного блока коммерческого 
банка путем построения соответствующей 
динамической экономико-математической 
модели.  

Методика исследования
Целью проведенного исследования яв-

ляется построение детерминированной 
динамической экономико-математической 
модели для описания процесса влияния 
численности сотрудников розничного бло-
ка банка на результаты его деятельности, а 
также разработка методики решения соот-
ветствующей оптимизационной задачи.

Основные этапы для достижения выше-
указанной цели можно представить в виде 
реализации следующих действий:

• формирование исходных данных, 
условий-ограничений, критериев ка-
чества рассматриваемых процессов;

• разработка динамической экономико-
математической модели для описа-
ния процесса влияния численности 
сотрудников розничного блока банка 
на результаты его деятельности;

• формализация конечной дискретной 
задачи оптимизации программного 
терминального управления финаль-
ным состоянием фазового вектора 

системы (содержащего параметр, 
описывающий численность сотруд-
ников розничного блока банка);

• разработка методики решения выше-
указанной задачи;

• формирование выходных данных, 
описывающих результата решения 
задачи оптимизации программного 
терминального управления финаль-
ным состоянием фазового вектора 
системы;

• практическая реализация алгоритма 
решения задачи;

• анализ полученных результатов ком-
пьютерного моделирования на соот-
ветствие их сложившейся практике 
деятельности розничного блока кон-
кретного банка.

Приведем динамическую экономико-
математическую модель для формализации 
задачи оптимизации численности сотруд-
ников розничного блока банка и методику 
ее расчета.

1. На   заданном  целочисленном проме- 
жутке времени { }0, 1 0,1,2,..., 1 ;T T T N− = − ∈  
рассматривается дискретная (многошаго-
вая) динамическая система, формализую-
щая процесс управления численностью со-
трудников розничного блока банка, которая 
описывается системой линейных рекур-
рентных дискретных векторных уравнений 
вида:              

1 2 3 0

( 1) ( ) ( ), (0) 0,
'( 1) '( ) ( ), '(0) 0,
( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), (0) ,
'( 1) ( , '( 1), ( ), '( ), ( )), '(0) 0,

0, 1,

y t y t u t y
y t y t u t y
x t B t x t B t y t B t A t x x
p t f t p t y t y t x t p

t T

+ = + =
 + = + = + = + + =
 + = + =

 ∈ −     

где { }0, 1 0,1,2,..., 1 ;t T T T N∈ − = − ∈ ;

( ) my t R∈  – вектор, значение которого 
характеризует численность различных ка-
тегорий сотрудников в банке (количество 
человек) в период времени t  ( m N∈ ; здесь 
и далее, Rm  есть m-мерное евклидово век-

(1)
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торное пространство векторов-столбцов; N 
есть множество всех натуральных чисел); 

'( ) my t R∈      – вектор численности различ-
ных категорий сотрудников нарастающим 
итогом в период времени t;  ( ) nx t R∈  – 
вектор, значение которого характеризует 
объем портфеля каждого из банковских 
розничных продуктов в период времени t; 

2 1( ) ( ( ), '( ), ( ), '( )) m nx t y t y t x t p t R + += ∈ – зна-
чение фазового вектора системы (1) в пе-
риод времени t; ( , ', , ', )f f t p y y x=   – дей-
ствительная непрерывная функция своих 
аргументов, конкретный вид которой пред-
ставлен в работе [8]; ( ) mu t R∈   – вектор 
введения численности каждой категории 
сотрудников (количество человек), в период 
времени t; 

 
( ) ( ) , 1, , 1,ijA t a t i n j m= ∈ ∈   – 

действительная матрица размерности  (n × m) нормативов продаж для каждой ка-
тегории сотрудников в месяц в период вре-
мени t;  u(t) есть управляющие воздействия 
в системе; B1(t), B2(t)  и B3(t)  есть действи-
тельные матрицы размерностей (n × n),  (n × m) и (n × n) соответственно, и для всех  

0, 1t T∈ − их элементы определяются исхо-
дя из имеющихся статистических данных о 
рассматриваемом процессе управления.

2. В качестве критерия качества (це-
левой функции), оценивающего возмож-
ные реализации процесса комплексного 
управления структурой портфеля рознич-
ных продуктов банка, введем показатель 
величины прибыли розничного бизнеса 
банка в расчете на одного сотрудника в 
финальный момент времени в виде функ-
ционала 1: nF R R→ , определенного на до-
пустимых реализациях фазового вектора 

2 1( ) m nx T R + +∈  системы (1) в момент време-
ни T, а его значение совпадает со значением 
вектора 1'( )p T R→ , входящего в фазовый 
вектор.

3. Введем кортеж { }1 2, ,..., ;kR R R R=  
,k N∈  условий-ограничений на исходные 

данные, управляющие воздействия и вы-

ходные данные системы. Соответственно, 
должны выполняться следующие условия:

( ) ( ), ( ) ( ),
( ) ( ), ( ) ( ),

R R

R R

x t X t y t Y t
u t U t A t A t

∈ ∈
∈ ∈                          (2)

4. Зафиксируем пару 

( ) ( ( ), ( )) ( )u u A U⋅ = ⋅ ⋅ ∈ ⋅ , образующую допу-
стимое программное управление на проме-

жутке времени 0,T , где: 
{ }

{ } { }
0, 1

0, 1 0, 1

( ) ( ) ;

( ) ( ) ; ( ) ( ) ;

0, 1: ( ) ( ) ( )

t T

t T t T

R R

u u t

A A t U U t

t T U t U t A t

∈ −

∈ − ∈ −

⋅ =

⋅ = ⋅ =

∀ ∈ − = ×  – до-
пустимых программных управляющих воз-
действий на промежутке времени 0,T    в рас-
сматриваемой динамической системе (1), (2).

Пусть 
0,'( ) ' ( , (0), ( ))Tp T p T x u= ⋅

 
–  

есть финальное состояние (состоя-
ние в момент времени T) координаты 
вектора, входящего в фазовый вектор  

2 1( ) ( ( ), '( ), ( ), '( )) m nx T y T y T x T p T R + += ∈  сис-
темы (1), (2), описывающей динамику рас-
сматриваемого процесса оптимизации 
комплексного программного управления 
структурой портфелей розничных продук-
тов банка на промежутке времени 0, ,T  
соответствующее набору ( (0), ( ))x u ⋅ , где 

2 1(0) ( (0), '(0), (0), '(0)) ;m nx y y x p R + += ∈   
( ) ( ( ), ( )) ( ); '( )u u A U p T⋅ = ⋅ ⋅ ∈ ⋅ есть значение 

величины  прибыли розничного бизнеса бан-
ка в расчете на одного сотрудника в финаль-
ный момент времени T, которое вычисляется 
по формулам, приведенным в работе [8].

Тогда для всех допустимых ре-
ализаций наборов ( (0), ( )),x u ⋅   где 

(0) ( (0), '(0), (0), '(0));x y y x p=
( ) ( ( ), ( )) ( );u u A U⋅ = ⋅ ⋅ ∈ ⋅ { } 0, 1

( ) ( ) ;t Tu u t
∈ −

⋅ =

{ } 0, 1

0, 1: ( )
( ) ( )

( ( ), ( )) ( )t T

t T u t
A A t

u t A t U t∈ −

 ∀ ∈ − =
⋅ =   = ∈  , 

качество процесса программного управ-
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ления в системе (1), (2), описывающей 
процесс оптимизации комплексного про-
граммного управления численностью со-
трудников Розничного блока банка на про-
межутке времени 0, ,T  оценивается линей-
ным терминальным функционалом (пока-
зателем качества процесса) ( ; (0), ( )),F T x u ⋅
значения которого равны величине прибы-
ли розничного бизнеса банка в расчете на 
одного сотрудника в финальный момент 
времени  Т, соответствующей реализации 
пары ( (0), ( )),x u ⋅  то есть определяются по 
формуле:

0,

( ; (0), ( )) '( )

' ( ; (0), ( )).T

F T x u p T

p T x u

⋅ = =

= ⋅                           (3)

5. Тогда содержательно задача оптими-
зации комплексного программного управ-
ления численностью сотрудников рознич-
ного блока банка может быть сформулиро-
вана следующим образом. 

Для рассматриваемого на заданном 
промежутке времени 0, ,T  процесса опти-
мизации программного управления чис-
ленностью сотрудников розничного бло-
ка банка, описываемого динамической 
экономико-математической моделью (1), 
(2), заданного начального фазового векто-
ра  2 1(0) ( (0), '(0), (0), '(0)) m nx y y x p R + += ∈  
требуется найти такую пару допу-
стимых программных управлений 

( ) ( ) ( )( ) ( ( ), ( )) ( )
e e eu u A U⋅ = ⋅ ⋅ ∈ ⋅  на этом про-

межутке времени, чтобы значение ли-
нейной терминальной целевой функции 

( ; (0), ( )),F T x u ⋅  определяемой соотноше-
нием (3), было максимальным по срав-
нению со всеми другими допустимыми 
для нее значениями, соответствующими 
другим парам допустимых программных 
управлений ( ) ( ( ), ( )) ( ),u u A U⋅ = ⋅ ⋅ ∈ ⋅  то есть 
выполнялось следующее условие опти-
мальности:

( )( )

( ) ( ( ), ( )) ( )

0,( ) ( ( ), ( )) ( )

( )

0,

( ; (0), ( ))

max ( ; (0), ( ))

max ' ( ; (0), ( ))

' ( ; (0), ( )).

ee

u u A U

Tu u A U

e

T

F F T x u

F T x u

p T x u

p T x u

⋅ = ⋅ ⋅ ∈ ⋅

⋅ = ⋅ ⋅ ∈ ⋅

= ⋅ =

= ⋅ =

= ⋅ =

= ⋅
        (4)

6. Выходными результатами оптимиза-
ции процесса управления численностью 
сотрудников розничного блока банка явля-
ется набор данных ( ) ( ) ( )( ( ), ( ), ' ( )),e e eu A p⋅ ⋅ ⋅  
где { }( ) ( )

0, 1
( ) ( )e e

t T
u u t

∈ −
⋅ =  – массив опти-

мальных значений вектора ввода числен-
ности сотрудников розничного блока банка, 

{ }( ) ( )

0, 1
( ) ( )e e

t T
A A t

∈ −
⋅ =  – массив оптималь-

ных значений матриц нормативов продаж 
банковских продуктов сотрудниками роз-
ничного блока банка,  ( )' ( )ep T  – значение 
величины оптимальной прибыли рознично-
го блока в расчете на одного сотрудника в 
финальный момент времени Т.

7. В результате решения сформулиро-
ванной задачи оптимального программного 
управления получаем оптимальную модель 
управления численностью сотрудников 
розничного блока банка, учитывающую 
различные допустимые варианты (сцена-
рии) ввода и вывода численности сотруд-
ников различных категорий и установление 
для них нормативов продаж банковских 
продуктов.

Рассмотрим применение предлагаемого 
метода оптимального программного управ-
ления численностью сотрудников рознич-
ного блока банка на практическом примере.

Пусть n = 8, m = 7, и параметры системы 
(1), (2) описывают следующие данные:

8
1 2 8( ) ( ( ), ( ),..., ( )) ;x t x t x t x t R= ∈

x1(t) – объем портфеля задолженности 

по потребительским кредитам;
x2(t)  – объем портфеля задолженности 

по жилищным кредитам;
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x3(t)  – объем портфеля задолженности 
по автокредитам;

x4(t)  – объем портфеля задолженности 
по кредитным картам;

x5(t) – объем портфеля срочных вкладов 
физических лиц;

x6(t)  – объем портфеля остатков на сче-
тах личных дебетовых банковских карт;

x7(t)  – объем портфеля остатков по век-
селям физических лиц;

x8(t) – объем портфеля остатков на сче-
тах зарплатных банковских карт;

7
1 2 7( ) ( ( ), ( ),..., ( )) ;y t y t y t y t R= ∈

y1(t)  – численность менеджеров по про-
дажам;

y2(t)   – численность менеджеров ипотеч-
ного кредитования;

y3(t)   – численность специалистов по 
прямым продажам;

y4(t)   – численность старших специали-
стов по прямым продажам;

y5(t)  – численность менеджеров по зар-
платным проектам;

y6(t)  – численность менеджеров по ра-
боте с партнерами;

y7(t)  – численность специалистов по об-
служиванию частных лиц.

Известно начальное состояние в момент 
времени t = 0  фазового вектора

23(0) ( (0), '(0), (0), '(0))x y y x p R= ∈  и матри-
цы нормативов продаж A(0). Предполага-
ется, что для рассматриваемого процесса 
управления задана последовательность ма-
триц { } 0, 1

( ) ,t TA t
∈ −  такая, что для периода t  

( 0, 1),t T∈ −  соответствующая матрица A(t) 
определяет вторую компоненту управляю-
щего воздействия. Это означает, что мож-
но моделировать процесс программного 
управления при различных наборах таких 
последовательностей матриц.

Элементы матриц B1(t) ,  B2(t)  и B3(t), а так-
же формулы для расчета целевой функции 

0,( ; (0), ( )) '( ) ' ( ; (0), ( ))TF T x u p T p T x u⋅ = = ⋅
 

представлены в работах [7, 8].  

Ограничение на дискретное значение 
управления для каждого 0, 1t T∈ −   и для 
каждого 1,7j∈  имеет вид:

( ) ( ), (0) 0.j j ju t u t u∗≤ =

Тогда для каждого 0, 1t T∈ −  значения 
допустимого управления uj(t)  выбираются 
из массива: { }( ) ( ) ( );0; ( )j j j ju t U t u t u t∗ ∗ ∗∈ = − ; 
значения управляющей матрицы A(t) выби-
раются из массива 1 2 3( ) ( ( ), ( ), ( )),A t A t A t A t∈  
который формируется на основании име-
ющихся условий-ограничений (матри-
ца  A(0) – единственная). Таким образом, 
ограничение на управляющее воздействие, 

определяемое (2) для каждого 0, 1t T∈ −  
имеет следующий конкретный вид:

( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )),R RU t U t A t U t A t∗ ∗= × = ×

где 

{ }
7

1 2 7( ) : ( ) ( ( ), ( ),..., ( )) ,
( ) ;

1,7, ( ) ( ) ( );0; ( )j j j j

u t u t u t u t u t R
U t

j u t U t u t u t
∗

∗ ∗ ∗

 = ∈ =  
∀ ∈ ∈ = −  

1 2 3( ) ( ( ), ( ), ( )).A t A t A t A t∗ ∈

Тогда алгоритм формирования допусти-
мых программных управлений и порождае-
мых ими траекторий системы можно пред-
ставить в виде реализации нижеследующей 
последовательности действий.

Шаг 1.1. В момент времени t = 0 имеют-
ся единственные допустимое управление 
u(1)(0) и матрица A(0), образующие един-
ственное управляющее воздействие u–(1)(0) 

= (u(1)(0), A(1)(0)), где

{ }(1) (1)

1,

(1) (1)

(0) (0) ,

1, : (0) 0, (0) (0),

j j m

j

u u

j m u A A
∈

=

∀ ∈ = =  ко-
торому соответствует единственное значе-
ние набора { } { }(1)

1,1,
(0) (1) .j j j mj m

y y
∈∈

=   Тог-
да на основании значений (1),  1,jy j m∈   
в силу системы уравнений (1) вы-
числяются единственные  значения 
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' (1),  1, , ' (1),  1, ,j iy j m x i n∈ ∈  и p'(1), кото-
рые в совокупности образуют единственное 
допустимое состояние фазового вектора 

(1) (1) (1) (1) (1) 23(1) ( (1), ' (1), (1), ' (1))x y y x p R= ∈  
динамической системы (1), (2) в момент 
времени 1. При этом значение фазового 
вектора x–(1)(1) и порождающее его управле-
ние u–(1)(0) = (u–(1)(0), A(1)(0) запоминаются.

Шаг 1.2. Для сформированного на 
предыдущем шаге фазового вектора 

(1) (1) (1) (1) (1) 23(1) ( (1), ' (1), (1), ' (1)) ,x y y x p R= ∈  
используя три допустимых  управ-
ления 

( ) ( ) ( )(1) ( (1), (1)),
k k ku u A=

 
где 

{ }
{ }

( ) ( )

1,

( )

(1) (1) , 1,3,

1, : (1) (1) (1);0; (1) ,

k k
j j m

k
j j j j

u u k

j m u U u u
∈

∗ ∗ ∗

= ∈

∀ ∈ ∈ = −
 

таких, что каждое из трех допустимых 
значений управления ( ) (1)k

ju  связано с 
соответствующей матрицей из трех ма-
триц { }( )

1 2 3(1) (1), (1), (1) ,kA A A A∈  в со-
ответствии с уравнениями (1) форми-
руются 3 допустимых, в момент вре-
мени t = 2 значений фазового вектора: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 23(2) ( (2), ' (2), (2), ' (2)) , 1,3,
k k k k kx y y x p R k= ∈ ∈  

соответствующих этим 3-м управлениям. 
При этом значения всех трех фазовых век-
торов и соответствующих им, порождаю-
щих их управлений запоминаются.

Шаг 1.3. Для каждого сформированно-
го на предыдущем шаге фазового вектора 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 23(2) ( (2), ' (2), (2), ' (2)) , 1,3,
k k k k kx y y x p R k= ∈ ∈  

используя три допустимых  управ-
ления ( ) ( ) ( )(2) ( (2), (2)),

k k ku u A=  где 

{ }
{ }

( ) ( )

1,

( )

(2) (2) , 1,3,

1, : (2) (2) (2);0; (2) ,

k k
j j m

k
j j j j

u u k

j m u U u u
∈

∗ ∗ ∗

= ∈

∀ ∈ ∈ = −  
таких, что каждое из трех допустимых 
значений управления

 
( ) (2)k
ju связано с 

соответствующей матрицей из трех ма-

триц { }( )
1 2 3(2) (2), (2), (2) ,kA A A A∈   в 

соответствии с уравнениями (1) фор-
мируются 9 допустимых, в момент вре-
мени t = 3 значений фазового вектора: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

23 ( ) ( ) ( ) 23

(3) ( (3), ' (3), (3), ' (3))

, 1,9 ' (3), (3), ' (3)) , 1,9,

k k k k k

k k k

x y y x p

R k y x p R k

= ∈

∈ ∈ ∈ ∈

соответствующих этим 3-м управлениям. 
При этом значения всех девяти фазовых 
векторов и соответствующих им и порож-
дающих их управлений запоминаются. 

Продолжая рассматриваемый процесс 
аналогичным рекуррентным образом для 

всех 3, 2t T∈ − , в момент времени (T – 1) 
будет сформирован набор фазовых векторов  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 23 2

( 1) ( ( 1), ' ( 1),

( 1), ' ( 1)) , 1,3 1

k k k

k k T

x T y T y T

x T p T R k −

− = − −

− − ∈ ∈ +  и 

порождающих их программных управле-
ний { } { }( ) ( ) ( )

0, 20, 2
( ) ( ), ( ) .

k k k
j

t Tt T
u t u t A t

∈ −∈ −
=

Шаг 1.T. На основании (3T–2 + 
1), построенных на предыдущем 
шаге значений фазовых векторов 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) 23 2

( 1) ( ( 1), ' ( 1), ( 1),

' ( 1)) , 1,3 1,

k k k k

k T

x T y T y T x T

p T R k −

− = − − −

− ∈ ∈ +

используя три допустимых  управления 
( ) ( ) ( )( 1) ( ( 1), ( 1)),
k k ku T u T A T− = − −

где 
{ }

{ }

( ) ( )

1,

( )

( 1) ( 1) ,

1, : ( 1) ( 1)

( 1);0; ( 1) ,

k k
j j m

k
j j

j j

u T u T j

m u T U T

u T u T

∈

∗

∗ ∗

− = − ∀ ∈

∈ − ∈ − =

= − − −
таких, что каждое из трех допустимых зна-
чений управления ( ) ( 1)k

ju T −   связано с со-
ответствующей матрицей из трех матриц

{ }( )
1 2 3( 1) ( 1), ( 1), ( 1) ,kA T A T A T A T− ∈ − − −   

в соответствии с уравнениями (1) форми-
руются 3T – 2 + 1  допустимых, в момент 
времени T значений фазового вектора: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

23 1

( ) ( ( ), ' ( ), ( ), ' ( ))

, 1,3 1,

k k k k k

T

x T y T y T x T p T

R k −

= ∈

∈ ∈ +  
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соответствующих 3-м допустимым управ-
лениям. При этом значения всех 3T фи-
нальных фазовых векторов 

( )
( )

k
x T  и соот-

ветствующих им и порождающих их про-
граммных управлений

{ } { }( ) ( ) ( )

0, 10, 1

1

( ) ( ), ( ) ,

1, (3 1),

k k k
j

t Tt T

T

u t u t A t k
∈ −∈ −

−

= ∈

∈ +

запоминаются. 
Шаг 1.(T+1). Отображение результа-

тов.
Отображаются все сформированные 

значения фазовых траекторий (значения 
координат фазовых векторов в моменты 
времени 0,t T∈  рассматриваемой динами-
ческой системы):  

{ }
{ }

( ) ( )

0,

( ) 1
0,

0,

( ) ( )

( ; (0), ( ) , 1, (3 1),

k k

t T

k T
t T

t T

x x t

x t x u k

∈

−
∈

∈

⋅ = =

= ⋅ ∈ +

и  порождающие их программные управле-
ния 

{ }
{ }

( ) ( )

0, 1

( ) ( ) 1

0, 1

( ) ( )

( ), ( ) , 1, (3 1),

k k

t T

k k T

t T

u u t

u t A t k

∈ −

−

∈ −

⋅ = =

= ∈ +
в удобной для пользователя форме, напри-
мер, в виде графиков или таблиц. 

Оптимальное решение рассматривае-
мой задачи – решение, в котором величина 
функционала

0,( ; (0), ( )) '( ) ' ( ; (0), ( )),TF T x u p T p T x u⋅ = = ⋅
 

то есть значение нормы прибыли p'(T)  в 
финальный момент времени T, является 
максимальным.

Для решения этой оптимизационной за-
дачи воспользуемся следующим линейным 
алгоритмом, который можно представить в 
виде реализации нижеследующей последо-
вательности действий.

Шаг 2.1. Присвоить переменной Max 
значение равное 0, то есть Max = 0. 

Шаг 2.2. Для каждого 11, (3 1)Tk −∈ +  вы-
полнить следующее действие: 
если 

 

( )( ) ( )
0,Max ' ( ) ' ( ; (0), ( )),

kk k
Tp T p T x u< = ⋅

то ( )( ) ( )
0,Max : ' ( ) ' ( ; (0), ( )),

kk k
Tp T p T x u= = ⋅

и с помощью переменной Ue запоминается 
порождающее его программное управле-
ние:

{ } { }( ) ( ) ( ) ( )

0, 10, 1
( ) ( ) ( ( ), ( )) ,

k k k k

t Tt T
u u t u t A t

∈ −∈ −
⋅ = =

 
то есть осуществляется присвоение: 

{ } { }( ) ( ) ( ) ( )

0, 10, 1
: ( ) ( ) ( ( ), ( )) .

k k k k

t Tt T
Ue u u t u t A t

∈ −∈ −
= ⋅ = =

Шаг 2.3. Отображение результатов.
В удобной для пользователя форме, на-

пример, в виде графиков или таблиц, ото-
бражаются:

• оптимальное финальное значение 
нормы прибыли:

( )( )
0,' ( ) ' ( ; (0), ( )) Max,

ee
Tp T p T x u= ⋅ =

• оптимальное программное управ-
ление:

{ }
{ }

( ) ( )

0, 1

( ) ( )

0, 1

( ) ( )

( ( ), ( )) ,

k k

t T

k k

t T

u u t

u t A t Ue
∈ −

∈ −

⋅ = =

= =

порождающее значение ( )Max ' ( ).ep T=  . 
Отметим, что полученные с помощью 

описанных алгоритмов элементы, удовлетво-
ряют условию оптимальности (4), а именно:

1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( )
0,

( ) ( )

1,3 1

( )

( ) ( ( ), ( )) ( )

( )

0,
( ) ( ( ), ( )) ( )

0,

Max ' ( ) ' ( ; (0), ( ))

( ; (0), ( )) max ( ; (0), ( ))

max ( ; (0), ( ))

max ' ( ; (0), ( ))

' (

T

k k k

k k k

ee
T

e k

k

k

u u A U

k

T
u u A U

T

p T p T x u

F T x u F T x u

F T x u

p T x u

p

−∈ +

⋅ = ⋅ ⋅ ∈ ⋅

⋅ = ⋅ ⋅ ∈ ⋅

= = ⋅ =

= ⋅ = ⋅ =

= ⋅ =

= ⋅ =

=
( ) ( ); (0), ( )) ,
e eT x u ⋅ = F

то есть являются решением рассматри-
ваемой задачи оптимизации комплексного 
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программного управления численностью 
сотрудников розничного блока банка. 

Вышеописанный алгоритм нахожде-
ния решения рассматриваемой задачи оп-
тимального программного терминального 
управления реализован для класса практи-
ческих  задач на языке Delphi 7. 

В результате работы программы для мо-
мента времени T = 3 получили девять фазо-
вых траекторий. Данные кривые состоят из 
точек, отображающих состояние динамиче-
ской системы (1), (2) в последовательные 
моменты времени. Ниже на рис. 1 пред-
ставлены результаты решения оптимиза-
ционной задачи с помощью разработанной 
программы.

С учетом имеющихся ограничений по 
продажам тех или иных банковских про-
дуктов различными категориями сотрудни-
ков (в соответствии со специализацией со-
трудников), а также данных по доходности 
соответствующих портфелей и трудозатра-
там на реализацию продуктов, получены 
оптимальные значения нормативов про-
даж каждого продукта в месяц. Результаты 
представлены в табл. 1.

Так, менеджер по продажам продает все 
розничные банковские продукты, кроме 
зарплатных карт. При этом для максими-
зации прибыли банка оптимальным будет 
установление таких нормативов продаж, 
чтобы наибольшее количество проданных 
продуктов сотрудниками данной категории 
приходилось на потребительские кредиты. 
Менеджер ипотечного кредитования и ме-
неджер по зарплатным проектам являются 
монопродавцами, в функционал которых 
входят продажи только одного продукта 
(ипотечных кредитов и зарплатных карт со-
ответственно). В данном случае нормативы 
продаж определяются исходя из времени на 
продажу одного продукта и нормативного 
фонда рабочего времени в месяц. Для спе-
циалиста и старшего специалиста по пря-
мым продажам также максимальный упор 

необходимо сделать на реализацию потре-
бительских кредитов, для специалиста по 
обслуживанию частных лиц – на продажи 
личных дебетовых карт. 

Значения выходных данных всех до-
пустимых траекторий представлены 
ниже. В табл. 2–10 отображены резуль-
таты вычислений управления u(t) для 

1,3, '( ) '(4),t p T p∈ =  где
u(t) – вектор управления, вектор введе-

ния численности каждой категории  сотруд-
ников в период времени t;

p'(T) =  p'(4) – величина нормы прибыли 
в финальный момент времени T = 4. 

 
Анализ результатов работы модели-

рующей программной системы
Как уже было отмечено, для сформи-

рованной динамической системы (1),  (2) 
оптимальной является траектория, для ко-
торой значение координаты, соответству-
ющей значению нормы прибыли в финаль-
ный момент времени является максималь-
ной по сравнению с аналогичными значе-
ниями для других допустимых траекторий. 
Для динамической системы с заданными 
выше параметрами траектория № 6 явля-
ется оптимальной. Значение функционала, 
нормы прибыли в этом случае равно 751,06, 
что является абсолютным максимумом. Та-
ким образом, оптимальным является управ-
ление, при котором численность сотруд-
ников уменьшается в период времени t = 2 
(вектор управления u(t) – отрицательный) 
и остается неизменной в периоды времени  
t = 1 и  t = 3.

Основными результатами предложен-
ного метода экономико-математического 
моделирования для решения задачи опти-
мального программного управления чис-
ленностью персонала сотрудников рознич-
ного блока банка являются следующие:

• проведен анализ существующих 
подходов к оптимизации банковских 
процессов, показавший актуаль-
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Таблица 2
Выходные данные 1-й фазовой траектории

Количество введенных  
штатных единиц, ед. t = 1 t = 2 t = Т = 3

Категория сотрудников u(1)  u(2) u(3)

Менеджер по продажам 0 163,60 163,60

Менеджер ипотечного кредитования 0 21,50 21,50

Специалист по прямым продажам 0 25,00 25,00

Старший специалист по прямым продажам 0 15,50 15,50

Менеджер по зарплатным проектам 0 4,20 4,20

Менеджер по работе с партнерами 0 3,50 3,50

Специалист по обслуживанию частных лиц 0 183,00 183,00

    

Норма прибыли, тыс. руб. p'(T) =  p'(4)  671,79

Таблица 3
Выходные данные 2-й фазовой траектории

Количество введенных  
штатных единиц, ед. t = 1 t = 2 t = Т = 3

Категория сотрудников u(1)  u(2) u(3)

Менеджер по продажам 0 0 163,60

Менеджер ипотечного кредитования 0 0 21,50

Специалист по прямым продажам 0 0 25,00

Старший специалист по прямым продажам 0 0 15,50

Менеджер по зарплатным проектам 0 0 4,20

Менеджер по работе с партнерами 0 0 3,50

Специалист по обслуживанию частных лиц 0 0 183,00

Норма прибыли, тыс. руб. p'(T) =  p'(4)  700,68
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Рис. 2. Графики выходных данных 1-й фазовой траектории

Рис. 3. Графики выходных данных 2-й фазовой траектории

Таблица 4
Выходные данные 3-й фазовой траектории

Количество введенных  
штатных единиц, ед. t = 1 t = 2 t = Т= 3

Категория сотрудников u(1)  u(2) u(3)
Менеджер по продажам 0 -163,60 163,60
Менеджер ипотечного кредитования 0 -21,50 21,50
Специалист по прямым продажам 0 -25,00 25,00
Старший специалист по прямым продажам 0 15,50 15,50
Менеджер по зарплатным проектам 0 -4,20 4,20
Менеджер по работе с партнерами 0 -3,50 3,50
Специалист по обслуживанию частных лиц 0 -183,00 183,00
    
Норма прибыли, тыс. руб. p'(T) =  p'(4)  732,53

Значения выходных данных всех допустимых траекторий представлены 

ниже. В табл. 2–10 отображены результаты вычислений управления )(tu  для 
),4(')(',3,1 pTpt =∈  где 

)(tu  – вектор управления, вектор введения численности каждой категории   

сотрудников в период времени t; 

)4(')(' pTp =  – величина нормы прибыли в финальный момент времени T = 4.  

  

Таблица 2 

Выходные данные 1-й фазовой траектории 

Количество введенных штатных 
единиц, ед. 

t = 1 t = 2 t = Т = 3 

Категория сотрудников u(1)  u(2) u(3) 

Менеджер по продажам 0 163,60 163,60 

Менеджер ипотечного кредитования 0 21,50 21,50 

Специалист по прямым продажам 0 25,00 25,00 

Старший специалист по прямым 

продажам 

0 15,50 15,50 

Менеджер по зарплатным проектам 0 4,20 4,20 

Менеджер по работе с партнерами 0 3,50 3,50 

Специалист по обслуживанию частных 

лиц 

0 183,00 183,00 

        

Норма прибыли, тыс. руб.     671,79 

 

 
 

Рис. 2. Графики выходных данных 1-й фазовой траектории 
 

Таблица 3 

Выходные данные 2-й фазовой траектории 

Количество введенных штатных единиц, ед. t = 1 t = 2 t = Т = 3 

Категория сотрудников u(1)  u(2) u(3) 

Менеджер по продажам 0 0 163,60 

Менеджер ипотечного кредитования 0 0 21,50 

Специалист по прямым продажам 0 0 25,00 

Старший специалист по прямым продажам 0 0 15,50 

Менеджер по зарплатным проектам 0 0 4,20 

Менеджер по работе с партнерами 0 0 3,50 

Специалист по обслуживанию частных лиц 0 0 183,00 

    

Норма прибыли, тыс. руб. 
 

  700,68 

 

 
 

Рис. 3. Графики выходных данных 2-й фазовой траектории 
 

 

Таблица 4 

Выходные данные 3-й фазовой траектории 

Количество введенных штатных единиц, ед. t = 1 t = 2 t = Т= 3 

Категория сотрудников u(1)  u(2) u(3) 

Менеджер по продажам 0 -163,60 163,60 

Менеджер ипотечного кредитования 0 -21,50 21,50 

Специалист по прямым продажам 0 -25,00 25,00 

Старший специалист по прямым продажам 0 15,50 15,50 

Менеджер по зарплатным проектам 0 -4,20 4,20 

Менеджер по работе с партнерами 0 -3,50 3,50 

Специалист по обслуживанию частных лиц 0 -183,00 183,00 

        

Норма прибыли, тыс. руб. 
 

  732,53 
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Рис. 4. Графики выходных данных 3-й фазовой траектории

Таблица 5
Выходные данные 4-й фазовой траектории

Количество введенных 
штатных единиц, ед. t = 1 t = 2 t = Т = 3

Категория сотрудников u(1)  u(2) u(3)
Менеджер по продажам 0 163,60 0
Менеджер ипотечного кредитования 0 21,50 0
Специалист по прямым продажам 0 25,00 0

Старший специалист по прямым продажам 0 15,0 0
Менеджер по зарплатным проектам 0 4,20 0
Менеджер по работе с партнерами 0 3,50 0
Специалист по обслуживанию частных лиц 0 183,00 0
    
Норма прибыли, тыс. руб. p'(T) =  p'(4)  687,11

Рис. 5. Графики выходных данных 4-й фазовой траектории

 
 

Рис. 4. Графики выходных данных 3-й фазовой траектории 
 

 

Таблица 5 

Выходные данные 4-й фазовой траектории 

Количество введенных штатных единиц, ед. t = 1 t = 2 t = Т = 3 

Категория сотрудников u(1)  u(2) u(3) 

Менеджер по продажам 0 163,60 0 

Менеджер ипотечного кредитования 0 21,50 0 

Специалист по прямым продажам 0 25,00 0 

Старший специалист по прямым продажам 0 15,0 0 

Менеджер по зарплатным проектам 0 4,20 0 

Менеджер по работе с партнерами 0 3,50 0 

Специалист по обслуживанию частных лиц 0 183,00 0 

        

Норма прибыли, тыс. руб. 
 

  687,11 

 

 
 

Рис. 5. Графики выходных данных 4-й фазовой траектории 
 

 

Таблица 6 

Выходные данные 5-й фазовой траектории 

 
 

Рис. 4. Графики выходных данных 3-й фазовой траектории 
 

 

Таблица 5 

Выходные данные 4-й фазовой траектории 

Количество введенных штатных единиц, ед. t = 1 t = 2 t = Т = 3 

Категория сотрудников u(1)  u(2) u(3) 

Менеджер по продажам 0 163,60 0 

Менеджер ипотечного кредитования 0 21,50 0 

Специалист по прямым продажам 0 25,00 0 

Старший специалист по прямым продажам 0 15,0 0 

Менеджер по зарплатным проектам 0 4,20 0 

Менеджер по работе с партнерами 0 3,50 0 

Специалист по обслуживанию частных лиц 0 183,00 0 

        

Норма прибыли, тыс. руб. 
 

  687,11 

 

 
 

Рис. 5. Графики выходных данных 4-й фазовой траектории 
 

 

Таблица 6 

Выходные данные 5-й фазовой траектории 
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Таблица 6
Выходные данные 5-й фазовой траектории

Количество введенных 
штатных единиц, ед. t = 1 t = 2 t = Т = 3

Категория сотрудников u(1)  u(2) u(3)
Менеджер по продажам 0 0 0
Менеджер ипотечного кредитования 0 0 0
Специалист по прямым продажам 0 0 0
Старший специалист по прямым продажам 0 0 0
Менеджер по зарплатным проектам 0 0 0
Менеджер по работе с партнерами 0 0 0
Специалист по обслуживанию частных лиц 0 0 0
    
Норма прибыли, тыс. руб. p'(T) =  p'(4)  711,49

Рис. 6. Графики выходных данных 5-й фазовой траектории

Рис. 7. Графики выходных данных 6-й фазовой траектории

Количество введенных штатных единиц, ед. t = 1 t = 2 t = Т = 3 

Категория сотрудников u(1)  u(2) u(3) 

Менеджер по продажам 0 0 0 

Менеджер ипотечного кредитования 0 0 0 

Специалист по прямым продажам 0 0 0 

Старший специалист по прямым продажам 0 0 0 

Менеджер по зарплатным проектам 0 0 0 

Менеджер по работе с партнерами 0 0 0 

Специалист по обслуживанию частных лиц 0 0 0 

        

Норма прибыли, тыс. руб. 
 

  711,49 

 

 

 
Рис. 6. Графики выходных данных 5-й фазовой траектории 

 

 

Таблица 7 

Выходные данные 6-й фазовой траектории 

Количество введенных штатных единиц, ед. t = 1 t = 2 t = Т = 3 

Категория сотрудников u(1)  u(2) u(3) 

Менеджер по продажам 0 -163,60 0 

Менеджер ипотечного кредитования 0 -21,50 0 

Специалист по прямым продажам 0 -25,00 0 

Старший специалист по прямым продажам 0 15,50 0 
Менеджер по зарплатным проектам 0 -4,20 0 

Менеджер по работе с партнерами 0 -3,50 0 

Специалист по обслуживанию частных лиц 0 -183,00 0 
        

Норма прибыли, тыс. руб.   751,06 

 

 

 
Рис. 7. Графики выходных данных 6-й фазовой траектории 

 

 

 

Таблица 8 

Выходные данные 7-й фазовой траектории 

 

Количество введенных штатных единиц, ед. t = 1 t = 2 t = Т = 3 

Категория сотрудников u(1)  u(2) u(3) 

Менеджер по продажам 0 163,60 -163,60 

Менеджер ипотечного кредитования 0 21,50 -21,50 

Специалист по прямым продажам 0 25,00 -25,00 

Старший специалист по прямым продажам 0 15,50 -15,50 

Менеджер по зарплатным проектам 0 4,20 -4,20 

Менеджер по работе с партнерами 0 3,50 -3,50 

Специалист по обслуживанию частных лиц 0 183,00 -183,00 

        

Норма прибыли, тыс. руб. 
 

 703,18 

 

 

 
 

Рис. 8. Графики выходных данных 7-й фазовой траектории 
 

 

Таблица 9 
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Таблица 7
Выходные данные 6-й фазовой траектории

Количество введенных штатных единиц, ед. t = 1 t = 2 t = Т = 3
Категория сотрудников u(1)  u(2) u(3)
Менеджер по продажам 0 -163,60 0
Менеджер ипотечного кредитования 0 -21,50 0
Специалист по прямым продажам 0 -25,00 0
Старший специалист по прямым продажам 0 15,50 0
Менеджер по зарплатным проектам 0 -4,20 0
Менеджер по работе с партнерами 0 -3,50 0
Специалист по обслуживанию частных лиц 0 -183,00 0
    
Норма прибыли, тыс. руб. p'(T) =  p'(4) 751,06

Рис. 8. Графики выходных данных 7-й фазовой траектории

Рис. 9. Графики выходных данных 8-й фазовой траектории

 
Рис. 7. Графики выходных данных 6-й фазовой траектории 

 

 

 

Таблица 8 

Выходные данные 7-й фазовой траектории 

 

Количество введенных штатных единиц, ед. t = 1 t = 2 t = Т = 3 

Категория сотрудников u(1)  u(2) u(3) 

Менеджер по продажам 0 163,60 -163,60 

Менеджер ипотечного кредитования 0 21,50 -21,50 

Специалист по прямым продажам 0 25,00 -25,00 

Старший специалист по прямым продажам 0 15,50 -15,50 

Менеджер по зарплатным проектам 0 4,20 -4,20 

Менеджер по работе с партнерами 0 3,50 -3,50 

Специалист по обслуживанию частных лиц 0 183,00 -183,00 

        

Норма прибыли, тыс. руб. 
 

 703,18 

 

 

 
 

Рис. 8. Графики выходных данных 7-й фазовой траектории 
 

 

Таблица 9 

Выходные данные 8-й фазовой траектории 

Количество введенных штатных единиц, ед. t = 1 t = 2 t = Т = 3 

Категория сотрудников u(1)  u(2) u(3) 

Менеджер по продажам 0 0 -163,60 

Менеджер ипотечного кредитования 0 0 -21,50 

Специалист по прямым продажам 0 0 -25,00 

Старший специалист по прямым продажам 0 0 -15,50 
Менеджер по зарплатным проектам 0 0 -4,20 

Менеджер по работе с партнерами 0 0 -3,50 

Специалист по обслуживанию частных лиц 0 0 -183,00 
        

Норма прибыли, тыс. руб.   735,16 

 

 
Рис. 9. Графики выходных данных 8-й фазовой траектории 

 

 

Таблица 10 

Выходные данные 9-й фазовой траектории 

Количество введенных штатных единиц, ед. t = 1 t = 2 t = Т = 3 

Категория сотрудников u(1)  u(2) u(3) 

Менеджер по продажам 0 -163,60 -163,60 

Менеджер ипотечного кредитования 0 -21,50 -21,50 

Специалист по прямым продажам 0 -25,00 -25,00 

Старший специалист по прямым продажам 0 -15,50 -15,50 

Менеджер по зарплатным проектам 0 -4,20 -4,20 

Менеджер по работе с партнерами 0 -3,50 -3,50 

Специалист по обслуживанию частных лиц 0 -183,00 -183,00 

        

Норма прибыли, тыс. руб. 
 

 750,16 
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Таблица 8
Выходные данные 7-й фазовой траектории

Количество введенных  
штатных единиц, ед. t = 1 t = 2 t = Т = 3

Категория сотрудников u(1)  u(2) u(3)

Менеджер по продажам 0 163,60 -163,60

Менеджер ипотечного кредитования 0 21,50 -21,50

Специалист по прямым продажам 0 25,00 -25,00

Старший специалист по прямым продажам 0 15,50 -15,50

Менеджер по зарплатным проектам 0 4,20 -4,20

Менеджер по работе с партнерами 0 3,50 -3,50

Специалист по обслуживанию частных лиц 0 183,00 -183,00

    

Норма прибыли, тыс. руб. p'(T) =  p'(4) 703,18

Таблица 9
Выходные данные 8-й фазовой траектории

Количество введенных  
штатных единиц, ед. t = 1 t = 2 t = Т = 3

Категория сотрудников u(1)  u(2) u(3)

Менеджер по продажам 0 0 -163,60

Менеджер ипотечного кредитования 0 0 -21,50

Специалист по прямым продажам 0 0 -25,00

Старший специалист по прямым продажам 0 0 -15,50

Менеджер по зарплатным проектам 0 0 -4,20

Менеджер по работе с партнерами 0 0 -3,50

Специалист по обслуживанию частных лиц 0 0 -183,00

    

Норма прибыли, тыс. руб. p'(T) =  p'(4) 735,16
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Таблица 10
Выходные данные 9-й фазовой траектории

Количество введенных  
штатных единиц, ед. t = 1 t = 2 t = Т = 3

Категория сотрудников u(1)  u(2) u(3)

Менеджер по продажам 0 -163,60 -163,60

Менеджер ипотечного кредитования 0 -21,50 -21,50

Специалист по прямым продажам 0 -25,00 -25,00

Старший специалист по прямым продажам 0 -15,50 -15,50

Менеджер по зарплатным проектам 0 -4,20 -4,20

Менеджер по работе с партнерами 0 -3,50 -3,50

Специалист по обслуживанию частных лиц 0 -183,00 -183,00

    

Норма прибыли, тыс. руб. p'(T) =  p'(4) 750,16

Рис. 10. Графики выходных данных 9-й фазовой траектории
 

Рис. 10. Графики выходных данных 9-й фазовой траектории 
 

 

Анализ результатов работы моделирующей программной системы 

 

Как уже было отмечено, для сформированной динамической системы (1),  

(2) оптимальной является траектория, для которой значение координаты, 

соответствующей значению нормы прибыли в финальный момент времени 

является максимальной по сравнению с аналогичными значениями для других 
допустимых траекторий. Для динамической системы с заданными выше 
параметрами траектория № 6 является оптимальной. Значение функционала, 
нормы прибыли в этом случае равно 751,06, что является абсолютным 

максимумом. Таким образом, оптимальным является управление, при котором 

численность сотрудников уменьшается в период времени t = 2 (вектор 
управления u(t) – отрицательный) и остается неизменной в периоды времени t = 

1 и  t= 3. 

Основными результатами предложенного метода экономико-
математического моделирования для решения задачи оптимального 
программного управления численностью персонала сотрудников розничного 
блока банка являются следующие: 

– проведен анализ существующих подходов к оптимизации банковских 
процессов, показавший актуальность темы исследования и необходимость 
разработки экономико-математической модели для исследования процесса 
управления численностью персонала банка; 

– определены основные задачи для достижения поставленной цели, 

разработана динамическая экономико-математическая модель для имитации 

процесса управления численностью сотрудников розничного блока банка; 
– предложен алгоритм решения поставленной задачи динамического 

экономико-математического моделирования процесса оптимизации 

программного управления численность сотрудников розничного блока банка; 
– на основании результатов компьютерного моделирования на языке 

Delphi 7 осуществлен выбор оптимального решения рассматриваемой задачи. 

Основные выводы 
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ность темы исследования и необхо-
димость разработки экономико-ма-
тематической модели для исследова-
ния процесса управления численно-
стью персонала банка;

• определены основные задачи для 
достижения поставленной цели, 
разработана динамическая эконо-
мико-математическая модель для 
имитации процесса управления 
численностью сотрудников рознич-
ного блока банка;

• предложен алгоритм решения по-
ставленной задачи динамического 
экономико-математического моде-
лирования процесса оптимизации 
программного управления числен-
ность сотрудников розничного блока 
банка;

• на основании результатов компью-
терного моделирования на языке 
Delphi 7 осуществлен выбор опти-
мального решения рассматриваемой 
задачи.

Основные выводы
В данной статье предложена новая ди-

намическая экономико-математическая 
модель для оптимизации процесса управ-
ления численностью сотрудников рознич-
ного блока банка. Применение данной мо-
дели позволяет решить одну из важнейших 

задач данного процесса – формирования 
оптимальной численности сотрудников, 
которые при обеспечении необходимой 
производительности труда приносят банку 
максимальную прибыль. 

Предложенная экономико-математиче-
ская модель в дальнейших исследованиях 
будет усложнена путем расширения фазо-
вого вектора системы, а также включения 
в нее вектора, описывающего факторы ри-
сков. 

Отметим, что предложенная в данной 
работе модель может служить основой для 
разработки, создания и применения ком-
плексной информационно-аналитической 
системы поддержки принятия решений в 
банковской деятельности. Использование 
динамических экономико-математических 
моделей в банковской деятельности в зна-
чительной степени повышает ее эффектив-
ность, ускоряя и оптимизируя процесс при-
нятия управленческих решений, что делает 
кредитную организацию более конкуренто-
способной и гибкой к изменениям рыноч-
ной среды.

Авторы выражают благодарность 
Е.С. Раскатовой за разработку програм-
мы на языке Delphi 7, позволяющей реа-
лизовать компьютерное моделирование 
решения рассматриваемых в статье  
задач. 
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APPLICATION OF DYNAMIC ECONOMIC-MATHEMATICAL
MODELING FOR SOLVING THE PROBLEM OF OPTIMIZATION

THE PROCESS OF MANAGING THE NUMBER OF EMPLOYEES
OF THE BANKING ORGANIZATION

Abstract. The article considers topical issues of managing the process of optimizing the 
number of employees in a banking organization. To solve the problems of optimizing the number 
of employees of the retail department of the bank, it is proposed to use dynamic economic and 
mathematical modeling that takes into account the presence of control actions, uncontrolled 
parameters (risks, modeling errors and other factors), and information deficit. The use of this 
model is a tool for increasing the economic efficiency and competitiveness of the banking business. 
The existing approaches to solving problems of banking management by developing economic 
and mathematical models amid uncertainty are usually based on static models and employ the 
stochastic modeling apparatus, which requires knowledge of the probabilistic characteristics of 
the basic parameters of the model. In this case, its use requires very stringent conditions, which 
in practice are most often not feasible. The novelty of this article is the development of a new 
deterministic dynamic economic-mathematical model for making a decision as to the need to 
increase or decrease the staff of the commercial bank’s retail unit and a method of solving it. The 
paper outlines the main stages in the development of the proposed dynamic model. A practical 
case is considered that provides an algorithm for solving the optimization problem; all the results 
obtained are illustrated; their analysis is analyzed, and the optimal solution is chosen. The aim of 
the research is achieved: the proposed economic and mathematical modeling makes it possible to 
optimize the process of managing the number of personnel of the retail unit of the bank, which 
is one of the ways to increase the competitiveness of the credit institution. On the basis of the 
proposed dynamic model, it is possible to solve other tasks of optimizing the management of 
processes that determine banking activity and develop computer information systems to support 
the adoption of managerial decisions.

Key words: economic-mathematical modeling; optimization of the process; dynamic 
modeling; optimal solution; increasing the efficiency; banking processes.
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